Árvores
Ao contrário das filas e pilhas vistas anteriormente, as quais eram estruturas lineares, existem outras formas usadas para representar os dados, que são chamadas genericamente de “não-lineares”. Essa representação permite que sejam feitos outros tipos de relações entre os dados, como por exemplo, relação de hierarquia.

Um dos exemplos mais significativos de estruturas não lineares que representam as relações de hierarquia é a Árvore.

 Uma árvore pode ser definida como um conjunto de nós (ou nodos), tais que:

· existe um nó denominado raíz da árvore

· os demais nós  formam subconjuntos distintos S1,S2,...Sm, onde cada subconjunto desses é uma árvore. Esses subconjuntos recebem a denominação de sub-árvores.

Um exemplo bem conhecido de relação de estruturação em árvore é a estruturação de um livro, que é subdividido em capítulos, onde cada capítulo é subdividido em seções, que por sua vez, possuem tópicos.






Considere agora o seguinte exemplo de árvore genealógica


















Analisando essa árvore, podemos concluir:

· Essa árvore possui 10 nós distribuídos aleatoriamente. O nodo Pedro é a raiz da árvore, que tem 3 sub-árvores com Maria, André e Marcelo como raízes.

· O número de sub-árvores de um nó determina o grau desse nó. Dessa forma, Pedro e Maria têm grau 3, enquanto André tem grau 2 e Marcelo tem grau zero. Nodos que tem grau zero são denomidados terminais ou folhas.
Pergunta: Qual é o grau do nodo Viviane?

· Considerando que cada nó tem um grau máximo (número de sub-árvores das quais esse nó é raiz) e que todos os nós possuem o mesmo grau máximo, definimos esse grau como o grau da árvore.

· Uma árvore é homogênea quando todos os seus nodos possuem as mesmas características de conteúdo, ou seja, o mesmo grau máximo e o mesmo tipo de informação; caso contrário ela é então chamada de heterogênea. 

· Para identificar os nós da estrutura, usamos as denominações da relação de hierarquia existente em uma árvore genealógica. Dessa forma, Pedro é pai de Maria, André e Marcelo que são irmãos entre si. No sentido inverso, Rodrigo, Márcia e Viviane são filhos de Maria e netos de Pedro. Para conhecermos os antepassados de um nodo, basta identificarmos todos os nodos ao longo do caminho entre a raíz e este nodo. Ex: os antepassados de Cláudio são: Pedro, Maria e Viviane. 

· Um conceito importante no estudo de árvores é o conceito de nível, que representa a distância do nodo até a raiz. Por definição, a raiz da árvore tem nível 0. Na figura anterior, os nodos Maria, André e Marcelo têm nível 1, os nodos Rodrigo, Márcia, Viviane, Cézar e Aide tem nível 2, assim por diante. O nodo de maior nível nos fornece a altura (ou profundidade) da árvore.

Pergunta: No exemplo que estamos usando, qual a ‘altura/profundidade’ da árvore?

Exercício1 : Tente construir uma árvore com base nas informações abaixo:

· O nodo C tem grau 3.

· O nodo X é neto de C e filho de B.

· O avô de B é A.

· O nodo A tem altura 0 e T tem altura 1.

· Os antepassados de P são A,T e K, que são também antepassados de H.

· T tem grau 2, e um dos seus filhos é o nodo S.

· O nodo G tem 2 sub-árvores que são netos de C.

· D é irmão de G, que é uma folha.

· E e F tem graus 0 e 1 respectivamente e são também netos do nodo C.

· O nodo N tem nível 4.

Exercício 2: Dada a árvore abaixo, preencha a tabela ao lado:

	
	NodoGrau
	Nível
	Pai
	Filhos
	Ancestrais
	Descendentes
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Representações das Árvores

Usualmente usa-se muito a representação “cima-baixo” devido à sua popularidade, porém, uma árvore pode ser representada também de outras maneiras:

· Representação natural de uma árvore:





· Representação por endentação:

A

B

E

F

C

G

D

H

K

I

J

· Representação por conjuntos




· Representação por nível:

( A (B) (C) (D) ) ...

Árvores Binárias e variantes
Definição: uma árvore binária se caracteriza pelo fato de todos os seus nodos terem no máximo duas sub-árvores, ou seja, é uma árvore de grau 2. As duas sub-árvores de cada nó são denominadas sub-árvore esquerda e sub-árvore direita.

Na figura abaixo, temos duas árvores binárias, sendo a da esquerda, incompleta e a da direita completa:







No segundo caso, cada nodo possui dois descendentes, exceto as folhas*, que por definição não tem filhos. Geralmente nos referimos aos filhos de um nodo numa árvore binária como sendo da esquerda ou da direita, de acordo com o posicionamento dele.

* Folhas: nodos terminais (últimos) de uma árvore.

Representações de Árvores no computador:

Existem duas maneiras alternativas de representarmos árvores binárias no computador:

· em listas lineares e

· em listas encadeadas.

a) Árvores binárias em listas lineares:

Uma maneira de representar uma árvore binária numa lista linear consiste em declarar um vetor com tamanho máximo igual ao número máximo de nós na árvore binária.

A representação de árvores binárias na forma de listas lineares é especialmente indicada quando as árvores são completas, pois resulta na utilização máxima do espaço alocado. 

Como representar Árvores Binárias com Listas Lineares:

Uma outra forma de representação física de uma árvore binária por alocação sequencial consiste em subdividir o espaço de um nó em três campos (um registro), como mostrado abaixo:

	Nodo
	Pos sub-árvore esq.
	Pos sub-árvore direita


Outra forma de representar a árvores seria no seguinte formato (em uma lista linear simples, sem o uso de registros):

	Link esquerdo
	Nodo
	Link direito


Operadores para árvores binárias:

Existem três ordens tradicionais de percurso em árvores binárias: 

1) Pré-ordem ou prefixa

2) Simétrica ou Infixa

3) Pós-ordem ou Pós-fixa.

-Prefixa: 

· visita a raiz

· visita a sub-árvore à esquerda

· visita a sub-árvore à direita

-Infixa: 

· visita a sub-árvore à esquerda

· visita a raiz

· visita a sub-árvore à direita

-Pós-fixa: 

· visita a sub-árvore à esquerda

· visita a sub-árvore à direita

· visita a raiz

Considerando a última árvore apresentada, veja a seqüência de nodos visitados de acordo com cada ordem de visitação:

Visitação prefixa: A,B,D,E,C,F,G 

Visitação infixa: D,B,E,A,F,C,G

Visitação pós-fixa: D,E,B,F,G,C,A

Exemplo de utilização de Árvores Binárias:

Uma expressão aritmética pode ser armazenada sob a forma de uma árvore binária, onde a raiz armazenaria a operação a ser efetuada, e as sub-árvores à esquerda e direita armazenariam os operandos a serem usados. A expressão ((A+B)/C)*(D-E), por exemplo, ficaria assim:








Árvore binária de pesquisa

Uma árvore binária, cuja raiz armazena o elemento R, é denominada árvore binária de pesquisa se:

· todo elemento armazenado na sub-árvore à esquerda é menor do que R,
· nenhum elemento armazenado na sub-árvore direita é menor que R.

Uma árvore binária de pesquisa, visitada em ordem simétrica (E,R,D), resulta em uma lista de dados em ordem crescente. Veja os casos abaixo: na árvore B, todos os elementos da sub-árvore esquerda (a,b,c) são menores que a raiz, e nenhum elemento da sub-árvore direita (d,e,f) é menor que a raiz. Entretanto, ela não é uma árvore binária de pesquisa, pois na sub-árvore da esquerda, cuja raiz é A, tem uma sub-árvore esquerda que armazena uma informação maior que a raiz.

	a) Ordenada (binária de pesquisa)
	b) Não ordenada







A árvore abaixo é binária de pesquisa?







Formato dos nodos a serem empregados na organização dos dados. Cada nodo precisa armazenar um elemento e referenciar duas sub-árvores:

type elem = char;

       ArvB = ^Nodo;

       Nodo = record

 

esq : ArvB;



obj : Elem;



dir : ArvB;

     end;

var   T: ArvB;

O procedimento de inserção em uma árvore binária de pesquisa é listado a seguir. Inserir um elemento X em uma árvore vazia é trivial. Se a árvore não se encontra vazia e o elemento a inserir é menor do que a raiz, o inserimos na sub-árvore esquerda, senão, o inserimos na sub-árvore direita.

procedure Tins( var T:ArvB;  X:Elem);

begin

    if T = nil then begin
       new(T);

       T^.obj := X;

       T^.esq := nil;

       T^.dir := nil;

    end

    else

       if  X < T^.obj then

           Tins(T^.esq,X)

       else

           Tins(T^.dir,X);

  end;

Para entendermos o funcionamento do algoritmo de inserção, veja o exemplo de construção de uma árvore binária de pesquisa com o conjunto de números

{17,99,13,1,3,100,400}

raiz              nulo

raiz              17








       

Pesquisa em uma árvore binária

· Se a árvore for nula: nada a fazer, caso contrário, o processo de busca é o mesmo utilizado para inserção.

procedure Tfnd( var T:ArvB;  X:Elem);

begin

    if T = nil then

       Tfnd := nil            //  elemento não encontrado

   else

        if X = T^.obj then     // elemento encontrado na raiz

            Tfnd := T 

        else

            if X < T^.obj then             // elemento encontrado numa das sub-árvores
                Tfnd:= Tfnd(T^.esq,X)

            else

                Tfnd:= Tfnd(T^.dir,X)

end; 

Retirada em uma árvore binária

Se o nodo a ser retirado de uma árvore for uma folha, basta atualizar o link do seu pai para que não aponte mais para o nó a ser retirado.

No caso de retirada de um nodo que é raiz, deve-se adotar o seguinte procedimento:

· se a raiz não tem filho esquerdo, o filho direito passa a ser a raiz, e vice-versa

· se a raiz tem ambos os filhos, pode-se optar por buscar a maior chave esquerda ou a menor direita para ser a nova raiz:






Exercício: Remover o D
Árvores binárias balanceadas - AVL

Uma árvore é dita balanceada quando, para qualquer nodo, suas sub-árvores esquerda e direita possuem a mesma altura, ou seja, todas as folhas estão no mesmo nível. Porém, é permitida a diferença de 1 nodo a altura entre as folhas. Essas árvores também são conhecidas por árvores AVL.

Balanceamento estático

O balanceamento consiste em reorganizar uma árvore binária já existente de acordo com duas etapas:

1. Gerar um vetor ordenado a partir da árvore existente

2. Criar uma ABB a partir desse vetor. O nó médio desse vetor passa a ser a raiz da ABB que está sendo criada. Cada uma das metades do vetor é tratada analogamente, de forma que cada nó intermediário será uma sub-árvore.
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